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Çàâäàííÿ �1 Ðîçðàõóíîê áðóñà íà ðîçòÿã - ñòèñê ç óðàõóâàííÿì

âëàñíî¨ âàãè

Ñòàëüíèé ñòåðæåíü (E = 2 · 106 êÃ/ñì2) çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ ïîâçäîâæíî¨ ñèëè F òà
âëàñíî¨ âàãè (γ = 7, 8 Ò/ì3). Çíàéòè ïåðåìiùåííÿ ïåðåðiçó I−I (ðèñ. 2). Äàíi óçÿòè ç òàáë. 1.

Âêàçiâêè. Ðîçðàõóíîê íà ðîçòÿã-ñòèñê ïðîâîäèòüñÿ äëÿ äâîñòóïií÷àòîãî âàãîìîãî áðóñà.

Çðàçîê çàâäàííÿ �1

Äàíî: a = 2 ì , b = 1 ì , c = 0, 7 ì , d = 0, 6 ì , γ = 7, 8 Ò/ì3 = 78 êÍ/ì3 ,
F = 2 êÍ , A1 = 20 ñì2 , A2 = 10 ñì2.

Ðèñ. 1

Ðîçâ'ÿçîê

1. Ðîçðàõóíîê áðóñó íà ðîçòÿã ç óðàõóâàííÿì âëàñíî¨ âàãè çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùî êðiì
ïîñòiéíî¨ çîñåðåäæåíî¨ ñèëè F , äiþòü äâà ðàâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íàâàíòàæåííÿ iíòåí-
ñèâíîñòi q1 òà q2 íà âiäðiçêàõ 1− 2 òà 2− 3 âiäïîâiäíî (ðèñ. 1).

q1 = γ · A1 = 78êÍ/ì3 · 20cì2; q1 = 156Í/ì;

q2 = γ·A2 = 78êÍ/ì3·10cì2 = 78êÍ/ì3·10−3ì2; q2 = 78Í/ì.

2. Ðîçáèâà¹ìî áðóñ íà âiäðiçêè. Òî÷êàìè ïîäiëó ¹ ïî÷àòîê òà êiíåöü êîíñòðóêöi¨, ïî÷àòîê
òà êiíåöü íàâàíòàæåííÿ, à òàêîæ òî÷êà ïðèêëàäàííÿ çîñåðåäæåíî¨ ñèëè. Òàêèì ÷èíîì,
áðóñ ðîçáèâà¹òüñÿ íà òðè âiäðiçêè.

3. Ïîáóäó¹ìî åïþðó ïîâçäîâæíèõ ñèë N , ïðè÷îìó ïîáóäîâó ïî÷íåìî ç âiëüíîãî êiíöÿ áðó-
ñà. Âiñü z ñïðÿìó¹ìî ïî âiñi áðóñà çíèçó äîãîðè ç ïî÷àòêîì âiäëiêó ó ïåðåðiçi 1− 1.

Ïðîâåäåìî äîâiëüíèé ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç áðóñà z − z íà âiäðiçêó 1 − 2, äëÿ ÿêîãî 0 ≤
z ≤ c + d, ò.á. 0 ≤ z ≤ 1, 3. Âiäêèäà¹ìî âåðõíþ ÷àñòèíó (ïî âiäíîøåííþ äî ïåðåðiçó
z− z) áðóñà òà ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíîâàãó íèæíüî¨ ÷àñòèíè äîâæèíè z. Íà äàíîìó âiäðiçêó
äi¹ íàâàíòàæåííÿ iíòåíñèâíîñòi q2, ðiâíîäiþ÷à ÿêîãî ¹ ñèëîþ ðîçòÿãó äëÿ ïåðåðiçó z−z.

N = q2 · z = 78z (Í);

N(0) = 0;

N(1, 3) = 101, 4 (Í).
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Åïþðà ïîâçäîâæíèõ ñèë N äëÿ çàçíà÷åíîãî âiäðiçêó êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíà íà ðèñ. 1.

Ïðîâåäåìî äîâiëüíèé ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç áðóñà z − z íà âiä-
ðiçêó 2 − 3, äëÿ ÿêîãî c + d ≤ z ≤ c + d + b,
ò.á. 1, 3 ≤ z ≤ 2, 3. Âiäêèäà¹ìî âåðõíþ ÷àñòèíó áðóñà òà ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíîâàãó
íèæíüî¨ ÷àñòèíè äîâæèíîþ z. Íà äàíîìó âiäðiçêó äi¹ íàâàíòàæåííÿ iíòåíñèâíîñòi q2
(íà âiäðiçêó äîâæèíîþ c + d) òà íàâàíòàæåííÿ iíòåíñèâíîñòi q1 (íà âiäðiçêó äîâæè-
íîþ z − (c+ d)).

N = q2 · (c+ d) + q1 · (z − (c+ d)) = 78 · 1, 3 + 156 · (z − 1, 3);

N = 101, 4 + 156 · (z − 1, 3) (Í);

N(1, 3) = 101, 4 (Í);

N(2, 3) = 257, 4 (Í).

Åïþðà ïîâçäîâæíèõ ñèë N äëÿ çàçíà÷åíîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíà íà ðèñ. 1.

Ïðîâåäåìî äîâiëüíèé ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç áðóñà z − z íà âiäðiçêó 3 − 4, äëÿ ÿêîãî
c+ d+ b ≤ z ≤ c+ d+ b+ a, ò.á. 2, 3 ≤ z ≤ 4, 3. Âiäêèäà¹ìî âåðõíþ ÷àñòèíó áðóñà òà ðîç-
ãëÿäà¹ìî ðiâíîâàãó íèæíüî¨ ÷àñòèíè áðóñà äîâæèíîþ z. Íà äàíîìó âiäðiçêó äi¹ íàâàí-
òàæåííÿ iíòåíñèâíîñòi q2 (íà âiäðiçêó äîâæèíîþ c + d), íàâàíòàæåííÿ iíòåíñèâíîñòi q1
(íà âiäðiçêó äîâæèíîþ z − (c+ d)) òà ïîâçäîâæíà ñèëà F â ïåðåðiçi 3− 3.

N = q2(c+ d) + q1(z − (c+ d)) + F = 78 · 1, 3 + 156(z − 1, 3) + 2000;

N = 2101, 4 + 156(z − 1, 3) (Í);

N(2, 3) = 2257, 4 (Í);

N(4, 3) = 2569, 4 (Í).

Åïþðà ïîâçäîâæíèõ ñèë N äëÿ çàçíà÷åíîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíà íà ðèñ. 1.

Ìîæíà çðîáèòè ïåðåâiðêó ïîáóäîâè åïþðè ïîâçäîâæíèõ ñèë N . Äëÿ öüîãî ñêëàäåìî
ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè âñüîãî áðóñà â öiëîìó, äå R � ñèëà ðåàêöi¨ çàòèñíåííÿ.

R− q1(a+ b)− q2(c+ d)− F = 0;

R = q1(a + b) + q2(c + d) + F = 156 · 3 + 78 · 1, 3 + 2000 = 2569, 4 (Í).

Ç ðèñ. 1 âèäíî, ùî âåëè÷èíà ïîâçäîâæíî¨ ñèëè íà ýïþði ïîâçäîâæíèõ ñèë ó ïåðåðiçi
4− 4 äîðiâíþ¹ ìîäóëþ ñèëè ðåàêöi¨ çàòèñíåííÿ. Êðiì öüîãî, íà åïþði ïîâçäîâæíèõ ñèë
â ïåðåðiçi 3− 3 ìà¹ìî ñòðèáîê, çà âåëè÷èíîþ ðiâíèé ìîäóëþ çîñåðåäæåíî¨ ñèëè F .

4. Ïîáóäó¹ìî åïþðó íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ðîç-

ðàõóíêó äëÿ êîíñòðóêöié, ùî ïiääàþòüñÿ äåôîðìàöi¨ � ñòèñêó σ =
N

A
.

Ïîáóäîâó åïþðè íàïðóæåíü ïðîâîäèìî àíàëîãi÷íî åïþði ïîâçäîâæíèõ ñèë.

Ðîçãëÿíåìî âiäðiçîê áðóñà 1− 2 ÿêùî 0 ≤ z ≤ c+ d, ò.á. 0 ≤ z ≤ 1, 3.

σ =
N

A2

=
q2z

A2

=
78z

10
= 7, 8z (Í/ñì2);

σ(0) = 0;

σ(1, 3) = 10, 14 (Í/ñì2).
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Åïþðà íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü σ äëÿ âêàçàíîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíà íà ðèñ. 1.

Ðîçãëÿíåìî âiäðiçîê áðóñà 2− 3 ÿêùî c+ d ≤ z ≤ c+ d+ b, ò.á. 1, 3 ≤ z ≤ 2, 3.

σ =
N

A1

=
q2(c+ d) + q1(z − (c+ d))

A1

=
101, 4 + 156(z − 1, 3)

20
;

σ = 5, 07 + 7, 8(z − 1, 3) (Í/ñì2);

σ(1, 3) = 5, 07 (Í/ñì2);

σ(2, 3) = 12, 87 (Í/ñì2).

Åïþðà íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü σ äëÿ çàçíà÷åíîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíà
íà ðèñ. 1.

Ðîçãëÿíåìî âiäðiçîê áðóñà 3− 4 ÿêùî c+ d+ b ≤ z ≤ c+ d+ b+ a, ò.á. 2, 3 ≤ z ≤ 4, 3.

σ =
N

A1

=
q2(c+ d) + q1(z − (c+ d)) + F

A1

=
2101, 4 + 156(z − 1, 3)

20
;

σ = 105, 07 + 7, 8(z − 1, 3) (Í/ñì2);

σ(2, 3) = 112, 8 (Í/ñì2);

σ(2, 3) = 128, 47 (Í/ñì2).

Åïþðà íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü σ äëÿ çàçíà÷åíîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíà
íà ðèñ. 1.

Iç ðèñ. 1 âèäíî, ùî íà åïþði íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü äâà ñòðèáêè. Îäèí ñòðèáîê âiä-
ïîâiäà¹ ïåðåðiçó 3 − 3, äå ïðèêëàäåíî çîñåðåäæåíó ñèëó F . Äðóãèé ñòðèáîê âiäïîâiäà¹
ïåðåðiçó 2− 2, äå ó áðóñà çìiíþ¹òüñÿ ïëîùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó.

5. Çíàéäåìî ïåðåìiùåííÿ ïåðåðiçó I − I. Ïåðåìiùåííÿ çàòèñíåíîãî êiíöÿ, ò.á. ïåðåðiçó
4− 4, äîðiâíþ¹ íóëþ u4 = 0.

Ïåðåìiùåííÿ ïåðåðiçó 3− 3 âèçíà÷à¹òüñÿ âåëè÷èíîþ ðîçòÿãó âiäðiçêà áðóñà 4− 3 u3 =
∆l4−3.

Âiäîìî, ùî ðîçòÿã áðóñà äîâæèíîþ l âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

∆l =

∫ l

0

N dz

EA
,

äå N = N(z) � ôóíêöiÿ ïîâçäîâæíèõ ñèë íà äiëÿíöi 4− 3. Ïîáóäîâà ôóíêöi¨ N = N(z)
ïðîâîäèëàñÿ äëÿ âiñi z,ùî íàïðÿìëåíà çíèçó äîãîðè, ç ïî÷àòêîì âiäëiêó ó ïåðåðiçi 1− 1
(ðèñ. 1).
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Òîäi

u3 = ∆l3−4 =

∫ d+c+b

d+c+b+a

N dz

EA1

=
1

EA1

∫ 2,3

4,3

(2101, 4 + 156(z − 1, 3))dz =

=
1

EA1

∫ 2,3

4,3

(1898, 6 + 156z))dz =

=
1

EA1

(1898, 6z + 78z2)

∣∣∣∣2,3

4,3

= − 4826, 8 Í · ì
2 · 107Í/ñì2 · 20ñì2 ;

u3 = ∆l3−4 ≈ −1, 2 · 10−2 ìì.

Ïåðåìiùåííÿ ïåðåðiçó 2 − 2 ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåìiùåííÿ ïåðåðiçó 3 − 3 òà ïåðåìiùåííÿ
ïåðåðiçó 2− 2 ïî âiäíîøåííþ äî ïåðåðiçó 3− 3, ÿêå îáóìîâëåíî ðîçòÿãîì âiäðiçêà áðóñà
3− 2.

∆l3−2 =

∫ d+c

d+c+b

N dz

EA1

==
1

EA1

∫ 1,3

2,3

(101, 4 + 156(z − 1, 3))dz =

=
1

EA1

∫ 1,3

2,3

(−101, 4 + 156z))dz =

=
1

EA1

(−101, 4z + 78z2)

∣∣∣∣1,3

2,3

= − 179, 4 Í · ì
2 · 107Í/ñì2 · 20ñì2 ;

∆l3−2 ≈ −0, 5 · 10−3ìì.

Òîäi

u2 = u3 + ∆l3−2 = −1, 2 · 10−2ìì− 0, 5 · 10−3ìì ;

u2 = −1, 25 · 10−2ìì.

Ïåðåìiùåííÿ ïåðåðiçó I − I ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåìiùåííÿ ïåðåðiçó 2 − 2 òà ïåðåìiùåííÿ
ïåðåðiçó I − I ïî âiäíîøåííþ äî ïåðåðiçó 2− 2, ÿêå îáóìîâëåíî ðàçòÿãîì âiäðiçêà áðóñà
2− I.

∆l2−I =

∫ d

d+c

N dz

EA2

=
1

EA2

∫ 0,8

1,3

78z dz =
1

EA2

· 39z2

∣∣∣∣0,8

1,3

;

∆l2−I ≈ −0, 2 · 10−3ìì.

Òîäi

uI = u2 + ∆l2−I = −1, 25 · 10−2 ìì− 0, 2 · 10−3 ìì ;

uI = −1, 27 · 10−2ìì.

Ïåðåìiùåííÿ ïåðåðiçó I − I ìà¹ çíàê "-". Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî âiñü z íàïðÿìëåíà
çâåðõó âíèç, à ïåðåìiùåííÿ ïåðåðiçó I − I íàïðÿìëåíî âíèç, òàê ÿê áðóñ ðîçòÿãó¹òüñÿ.
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Òàáëèöÿ 1

Ñõåìà A, ñì2 a, ì b, ì c, ì F , H

I 11 2,1 2,1 1,1 110
II 12 2,2 2,2 1,2 120
III 13 2,3 2,3 1,3 130
IV 14 2,4 2,4 1,4 140
V 15 2,5 2,5 1,5 150
VI 16 2,6 2,6 1,6 160
VII 17 2,7 2,7 1,7 170
VIII 18 2,8 2,8 1,8 180
IX 19 2,9 2,9 1,9 190
X 20 3,0 3,0 2,0 200

Ðèñ. 2
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Çàâäàííÿ �2 Ðîçðàõóíîê íà ìiöíiñòü áàëêè

Äëÿ çàäàíèõ äâîõ ñõåì áàëîê (ðèñ. 5) íåîáõiäíî íàïèñàòè âèðàç Mèçã òà Q äëÿ êîæíîãî
âiäðiçêà ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi, ïîáóäîâàòè åïþðè Q òà M , çíàéòè Mmax òà ïiäiáðàòè:

1) Äëÿ ñõåìè (à) äåðåâ'ÿíó áàëêó êðóãëîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó ÿêùî [σ ] = 80 êÃ/ñì2;

2) Äëÿ ñõåìè (á) ñòàëüíó áàëêó äâóòàâðîâîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó ÿêùî [σ ] = 1600
êÃ/ñì2.

Äàíi óçÿòè ç òàáë. 2.

Âêàçiâêà. Ðîçðàõóíîê íà ìiöíiñòü ïðîâîäèòüñÿ äëÿ ñòàòè÷íî âèçíà÷åíî¨ áàëêè, ÿêà ïðàöþ¹
íà ïðÿìèé çãèí.

Çðàçîê çàâäàííÿ �2

Äàíî: P = 1 êÃ , M = 1 êÃ/ì , q = 2 êÃ/ì

Ðèñ. 3

Ðîçâ'ÿçîê

1. Ðîçáèâà¹ìî áàëêó íà âiäðiçêè. Äëÿ åïþðè ïîïåðå÷íèõ ñèë òî÷êàìè ïîäiëó ¹ ïî÷àòîê òà
êiíåöü êîíñòðóêöi¨, ïî÷àòîê òà êiíåöü íàâàíòàæåííÿ, òî÷êà ïðèêëàäåííÿ çîñåðåäæåíî¨
ñèëè P . Äëÿ åïþðè çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ äîäà¹òüñÿ ùå îäíà òî÷êà ïîäiëó � òî÷êà ïðè-
êëàäàííÿ ìîìåíòó M . Òàêèì ÷èíîì, áàëêà ðîçáèâà¹òüñÿ íà òðè âiäðiçêè ó çàãàëüíîìó
âèïàäêó.

2. Ïîáóäó¹ìî åïþðó ïîïåðå÷íèõ ñèë Q, ïðè÷îìó ïîáóäîâó ïî÷íåìî ç êîíñîëi. Âiñü z íà-
ïðÿìëåíî âçäîâæ îñi áàëêè ñïðàâà íàëiâî ç ïî÷àòêîì âiäëiêó â ò. 1.

Ïðîâåäåìî äîâiëüíèé ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç z − z íà âiäðiçêó 1 − 3, äëÿ ÿêîãî 0 ≤ z ≤
2. Âiäêèäà¹ìî ëiâó (ïî âiäíîøåííþ äî ïåðåðiçó z − z) ÷àñòèíó áàëêè òà ðîçãëÿäà¹ìî
ðiâíîâàãó ïðàâî¨ ÷àñòèíè áàëêè äîâæèíîþ z. Íà äàíîìó âiäðiçêó äi¹ çîñåðåäæåíà ñèëà
P â ò. 1.

Q = P = 1êÃ.

Åïþðà ïîïåðå÷íèõ ñèë Q äëÿ çàçíà÷åíîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíà íà ðèñ. 4á.

Ïðîâåäåìî äîâiëüíèé ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç z − z íà âiäðiçêó 3 − 4, äëÿ ÿêî¨ 2 ≤ z ≤ 4.
Íà äàíîìó âiäðiçêó áàëêè äiþòü çîñåðåäæåíà ñèëà P â ò. 1 òà íàâàíòàæåííÿ ïîñòiéíî¨
iíòåíñèâíîñòi q íà âiäðiçêó äîâæèíîþ (z − 2).

Q = P + q(z − 2) = 1 + 2(z − 2) (êÃ);

Q = 1 (êÃ);

Q = 1+2·2 = 5 (êÃ).
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Ðèñ. 4

Åïþðà ïîïåðå÷íèõ ñèë Q äëÿ çàçíà÷åíîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíà íà ðèñ. 4á.

Ìîæíà ïðîâåñòè ïåðåâiðêó ïîáóäîâè åïþðè ïîïåðå÷íèõ ñèë Q. Äëÿ öüîãî ñêëàäåìî
ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè âñi¹¨ áàëêè ó ïðîåêöiÿõ íà âiñü âåðòèêàëi, äå R � ñèëà ðåàêöi¨ çàòè-
ñíåííÿ.

R = 2·q+P = 2·2+1 = 5 (êÃ).

Ç ðèñ. 4á âèäíî, ùî âåëè÷èíà ïîïåðå÷íî¨ ñèëè â ò. 4 äîðiâíþ¹ ìîäóëþ ñèëè ðåàêöi¨
çàòèñíåííÿ.

Êðiì òîãî, íà åïþði ïîïåðå÷íèõ ñèë ìà¹ìî ñòðèáîê â ò. 1, ÿêèé çà âåëè÷èíîþ äîðiâíþ¹
ìîäóëþ çîñåðåäæåíî¨ ñèëè P .

3. Ïîáóäó¹ìî åïþðó çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâMèçã, ïðè÷îìó ïîáóäîâó áóäåìî ïðîâîäèòè ïî âiä-
íîøåííþ äî ðàíiøå îáðàíî¨ âiñi z. Äëÿ ïîáóäîâè åïþðè çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ äîäà¹òüñÿ
ùå îäíà òî÷êà ïîäiëó, à ñàìå, òî÷êà ïðèêëàäàííÿ ìîìåíòó M .

Ïðîâåäåìî äîâiëüíèé ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç z − z íà âiäðiçêó 1− 2, äëÿ ÿêîãî 0 ≤ z ≤ 1.
Íà äàíîìó âiäðiçêó äi¹ çîñåðåäæåíà ñèëà P , ÿêà ïî âiäíîøåííþ äî ïåðåðiçó ñòâîðþ¹
ìîìåíò âåëè÷èíîþ −Pz.

Mèçã = −P · z = − z (êÃ · ì);
Mèçã(0) = 0;

Mèçã(1) = − 1 (êÃ·ì).

Ãðàôiê çãèíàþ÷îãî ìîìåíòó � ïðÿìà. Åïþðà çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ Mèçã äëÿ çàçíà÷åíîãî
âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíà íà ðèñ. 4â.

Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿíåìî âiäðiçîê áàëêè 2 − 3, ò.á. 1 ≤ z ≤ 2. Ìîìåíò ñèëè P ïî âiäíî-
øåííþ äî ïåðåðiçó z − z äîðiâíþ¹ −Pz. Ùå äîäàìî ìîìåíò −M .

Mèçã = −P · z −M = − z − 1 (êÃ · ì);
Mèçã(1) = − 2 (êÃ · ì);
Mèçã(2) = − 3 (êÃ·ì).
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Ãðàôiê çãèíàþ÷îãî ìîìåíòó � ïðÿìà. Åïþðà çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ Mèçã äëÿ çàçíà÷åíîãî
âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíà íà ðèñ. 4â.

Äëÿ âiäðiçêà áàëêè 3− 4 (2 ≤ z ≤ 4) ìà¹ìî:

Mèçã = −P · z −M − q(z − 2)2

2
= − z − 1− (z − 2)2 (êÃ · ì);

Mèçã(2) = − 2− 1 = − 3 (êÃ · ì);
Mèçã(4) = − 4−1−22 = − 9 (êÃ·ì).

Ãðàôiê çãèíàþ÷îãî ìîìåíòó Mèçã(z) � ïàðàáîëà, "ãiëêàìè" äîíèçó, âåðøèíó ÿêî¨ íåîá-
õiäíî âèçíà÷èòè.

M
′

çã = −P − q(z − 2) = 0;

z =
−P + 2 · q

q
=
− 1 + 2 · 2

2
= 1, 5 (ì).

Åïþðà çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ Mèçã äëÿ âêàçàíîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíà
íà ðèñ. 4â.

4. Ïðîâåäåìî ðîçðàõóíîê íà ìiöíiñòü òà âèçíà÷èìî äiàìåòð äåðåâ'ÿíî¨ áàëêè êðóãëîãî
ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó.

Ç åïþðè çãèíàþ÷îãî ìîìåíòó (ðèñ. 4â) ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî

|Mmax| = 9 êÃ·ì.
Óìîâà íà ìiöíiñòü ïðè çãèíi ìà¹ âèãëÿä

σmax =
Mmax

Wx

≤ [σ ];

Wx ≥
Mmax

[σ ]
.

Äëÿ êðóãëîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó

Wx = 0, 2 d 3 =⇒ d ≥ 3

√
Mmax

0, 2 · [σ ]
;

d ≥ 3

√
9 êÃ · ì

0, 2 · 80 êÃ/cì2 , d ≥ 3

√
9 · 10 2 êÃ · ñì

16 êÃ/cì2 ;

d ≥ 3, 83 cì;

d = 4 cì.

5. Ó âèïàäêó äâóòàâðîâîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó ç óìîâè ìiöíîñòi âèçíà÷à¹òüñÿ âiñåâèé
ìîìåíò îïîðó Wx òà çà òàáëèöåþ ÃÎÑÒ 8239 - 56 ïiäáèðà¹òüñÿ ïåðåðiç.

Wx ≥
Mmax

[σ ]
;

Wx ≥
9 êÃ · ì

1600 êÃ/cì2 ;

Wx ≥ 0, 5625 cì3.

Äâóòàâð �10.
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Òàáëèöà 2

Ñõåìà l1, ì l2, ì
a1

a

a2

a

a3

a
M , Ò · ì P , Ò q, Ò/ì

I 1,1 6 1 9 1 0,1 0,1 1,0
II 1,2 7 2 8 2 0,2 0,2 2,0
III 1,3 3 3 7 3 0,3 0,3 0,3
IV 1,4 4 4 6 4 0,4 0,4 0,4
V 1,5 5 5 5 5 0,5 0,5 0,5
VI 1,6 6 6 6 1 0,6 0,6 0,6
VII 1,7 7 7 7 2 0,7 0,7 0,7
VIII 1,8 8 8 8 3 0,8 0,8 0,8
IX 1,9 9 9 9 4 0,9 0,9 0,9
X 2,0 10 10 10 5 1,0 1,0 1,0

Ðèñ. 5
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ïðîäîâæåííÿÐèñ.5
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Çàâäàííÿ �3 Ïîáóäîâà åïþð çãèíàþ÷èõ òà êðóòÿ÷èõ ìîìåíòiâ

ïëîñêîïðîñòîðèõ ðàì

Íà ðèñ. 9 çîáðàæåíà âiñü ëîìàíîãî ñòåðæíÿ êðóãëîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó, ÿêà ðîçòà-
øîâàíà ó ãîðèçîíòàëüíié ïëîùèíi òà ìà¹ ïðÿìi êóòè ó òî÷êàõ À òà Â. Íà ñòåðæåíü äiþòü
âåðòèêàëüíi íàâàíòàæåííÿ. Òðåáà ïîáóäóâàòè îêðåìî åïþðè çãèíàþ÷èõ òà êðóòÿ÷èõ ìîìåí-
òiâ. Äàíi óçÿòè ç òàáë. 3.

Âêàçiâêà. Äëÿ êîæíîãî âiäðiçêà ëàìàíîãî ñòåðæíÿ íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè ìîìåíò âiäíîñíî
îñåé x, y, z.

Çðàçîê çàâäàííÿ �3

Äàíî: Ïëîñêîïðîñòîðà ðàìà, íà ÿêó äiþòü äâà âåðòèêàëüíi íàâàíòàæåííÿ iíòåíñèâíîñòi
q, ÿê çîáðàæåíî íà ðèñ. 6

Ðèñ.6

Ðîçâ'ÿçîê

1. Ðîçáèâà¹ìî ðàìíó êîíñòðóêöiþ íà âiäðiçêè. Òî÷êàìè ïîäiëó ¹ ïî÷àòîê òà êiíåöü êîæíîãî
ñòåðæíÿ ðàìè, ïî÷àòîê òà êiíåöü íàâàíòàæåíü, à òàêîæ òî÷êà ïðèêëàäàííÿ çîñåðåäæå-
íî¨ ñèëè (ðèñ. 6).

2. Ïîáóäîâà åïþð çãèíàþ÷èõ òà êðóòÿ÷èõ ìîìåíòiâ áóäå ïðîâîäèòèñÿ îäíî÷àñíî.

Ðîçãëÿíåìî âiäðiçîê ðàìíî¨ êîíñòðóêöi¨ 0 − 2, äëÿ ÿêîãî 0 ≤ z ≤ l. Âèáðàíà ñèñòåìà
êîîðäèíàò ïîêàçàíà íà ðèñ. 7.

Íà äàíîìó âiäðiçêó ïî âñié äîâæèíi, äi¹ ðiâíîìiðíîðîçïîäiëåíå íàâàíòàæåííÿ iíòåíñèâ-
íîñòi q. Ïðîâåäåìî äîâiëüíèé ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç áðóñó z − z, ïî âiäíîøåííþ äî ÿêîãî
âèçíà÷åìî ìîìåíòè.

Mx = − qz2/2;

Mx(0) = 0;

Mx(l) = −ql2/2.
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Ðèñ.7

Åïþðà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòó Mx = Mx(z) � ïàðàáîëà, "ãiëêàìè" äîíèçó, ç âåðøèíîþ ó
òî÷öi z = 0.

My = 0;

Mêð = 0.

Åïþðè çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ Mx, My òà åïþðà êðóòÿ÷îãî ìîìåíòà Mêð äëÿ çàçíà÷åíîãî
âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíi íà ðèñ. 8.

Ðèñ.8

Ðîçãëÿíåìî âiäðiçîê ðàìíî¨ êîíñòðóêöi¨ 1 − 2, äëÿ ÿêîãî 0 ≤ z ≤ l. (Îáðàíà ñèñòåìà
êîîðäèíàò âêàçàíà íà ðèñ. 7). Íà çàçíà÷åíîìó âiäðiçêó, òàêîæ äi¹ ðiâíîìiðíîðîçïîäiëåíå
íàâàíòàæåííÿ iíòåíñèâíîñòi q. Ïðîâåäåìî äîâiëüíèé ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç z − z.

Mx = − qz2/2;

Mx(0) = 0;

Mx(l) = − ql2/2.
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Ìà¹ìî åïþðó àíàëîãi÷íó åïþði âiäðiçêà 0− 2.

My = 0;

Mêð = 0.

Ïðîâîäèìî äîâiëüíèé ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç z − z íà âiäðiçêó ðàìíî¨ êîíñòðóêöi¨ 2 − 3,
äëÿ ÿêîãî 0 ≤ z ≤ l. Âiäêèäà¹ìî ëiâó ÷àñòèíó ðàìíî¨ êîíñòðóêöi¨ òà ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíî-
âàãó ïðàâî¨ ÷àñòèíè. Íà äàíó ÷àñòèíó êîíñòðóêöi¨ äi¹ íàâàíòàæåííÿ iíòåíñèâíîñòi q íà
âiäðiçêó äîâæèíîþ 2l.

Mx = − 2ql · z;

Mx(0) = 0;

Mx(l) = − 2ql2.

Åïþðà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòó Mx = Mx(z) � ïðÿìà.

My = 0;

Mêð = 0.

Åïþðè çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ Mx, My òà åïþðà êðóòÿ÷îãî ìîìåíòà Mêð äëÿ çàçíà÷åíîãî
âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíi íà ðèñ. 8.

Ðîçãëÿíåìî âiäðiçîê ðàìíî¨ êîíñòðóêöi¨ 3− 5, äëÿ ÿêîãî 0 ≤ z ≤ l. (Îáðàíà ñèñòåìà êî-
îðäèíàò ïîêàçàíà íà ðèñ. 7). Íà äàíó ÷àñòèíó êîíñòðóêöi¨ äi¹ íàâàíòàæåííÿ íà âiäðiçêó
0− 1 òà çîñåðåäæåíà ñèëà ó òî÷öi 3.

Mx = − 2ql · z + ql · z = − ql · z;

Mx(0) = 0;

Mx(l) = − ql2.

Åïþðà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòó Mx = Mx(z) � ïðÿìà.

My = 0;

Mêð = 2 ql2.

Åïþðè çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ Mx, My òà åïþðà êðóòÿ÷îãî ìîìåíòà Mêð äëÿ çàçíà÷åíîãî
âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíi íà ðèñ. 8.

Ïðîâîäèìî äîâiëüíèé ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç íà âiäðiçêó ðàìíî¨ êîíñòðóêöi¨ 4−5, äëÿ ÿêîãî
0 ≤ z ≤ l. Íà öåé âiäðiçîê äi¹ ðiâíîìiðíîðîçïîäiëåíå íàâàíòàæåííÿ iíòåíñèâíîñòi q.

Mx = − qz2/2;

Mx(0) = 0;

Mx(l) = − ql2/2.

Åïþðà çãèíàþ÷åãî ìîìåíòà íà âiäðiçêó 4− 5 ïîäiáíà åïþði íà âiäðiçêó 0− 2.

My = 0;

Mêð = 0.
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Åïþðè çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ Mx, My òà åïþðà êðóòÿ÷åãî ìîìåíòà Mêð äëÿ çàçíà÷åíîãî
âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíi íà ðèñ. 8.

Ïðîâîäèìî äîâiëüíèé ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç íà âiäðiçêó ðàìíî¨ êîíñòðóêöi¨ 5 − 6, äëÿ
ÿêîãî 0 ≤ z ≤ 2l. Íà äàíó ÷àñòèíó êîíñòðóêöi¨ ðàìè äiþòü ðiâíîìiðíîðîçïîäiëåíå íà-
âàíòàæåííÿ íà âiäðiçêó 0− 1, ðiâíîìiðíîðîçïîäiëåíå íàâàíòàæåííÿ íà âiäðiçêó 4− 5 òà
çîñåðåäæåíà ñèëà â òî÷öi 3.

Mx = − 2ql(z + l) + ql(z + l)− ql z = − ql(z + l)− ql z;
Mx(0) = − ql2;
Mx(2l) = − 5ql2.

Åïþðà çãèíàþ÷åãî ìîìåíòó Mx = Mx(z) � ïðÿìà.

My = 0;

Mêð = 2ql2−ql2/2 = 1, 5 ql2.

Åïþðè çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ Mx, My òà åïþðà êðóòÿ÷îãî ìîìåíòà Mêð äëÿ çàçíà÷åíîãî
âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíi íà ðèñ. 8.

3. Ïðîâåäåìî ïåðåâiðêó ïîáóäîâàíèõ åïþð (ðèñ. 8), äëÿ öüîãî ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè
ïðîñòîðîâî¨ ñèñòåìè ñèë. (Îáðàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò ïîêàçàíà íà ðèñ. 6). Äëÿ ïåðåâiðêè
åïþð ìîìåíòiâ íàì íåîáõiäíi òiëüêè çíà÷åííÿ ìîìåíòiâ ðåàêöi¨ çàòèñíåííÿM1,M2 èM3.∑

Mx = 0; M1 − 2 ql2 + 0, 5 ql2 = 0, çâiäêè M1 = 1, 5ql2;∑
My = 0; M2 = 0;∑
Mz = 0 ;M3 + ql · 3l − 2ql · 3l − ql · 2l = 0, çâiäêè M3 = 5ql2.

Âåëè÷èíà ìîìåíòà ðåàêöi¨ çàòèñíåííÿ M1 äîðiâíþ¹ çà âåëè÷èíîþ êðóòÿ÷îìó ìîìåíòó
íà îïîðiMêð ó òî÷öi 6. Ìîäóëü çãèíàþ÷îãî ìîìåíòàMx ó òî÷öi 6 çà âåëè÷èíîþ äîðiâíþ¹
ìîìåíòó ðåàêöi¨ çàòèñíåííÿ M3.

Êðiì òîãî, íà åïþði êðóòÿ÷èõ ìîìåíòiâ Mêð (ðèñ. 8) ìà¹ìî ñòðèáîê ó òî÷öi 5, ÿêèé
çà ñâî¹þ âåëè÷èíîþ äîðiâíþ¹ çãèíàþ÷îìó ìîìåíòó Mx ó òî÷öi 5 íà âiäðiçêó 4 − 5.
Êðiì òîãî, âåëè÷èíà êðóòÿ÷îãî ìîìåíòà Mêð ó òî÷öi 3 âiäïîâiäà¹ ìîäóëþ çãèíàþ÷îãî
ìîìåíòà Mx ó òî÷öi 3 íà âiäðiçêó 2− 3.

Òàáëèöÿ 3

Ñõåìà l, ì h, ì q, Ò/ì α β

I 11 2 1,5 1,1 0,1
II 12 3 2,0 1,2 0,2
III 3 4 3,0 1,3 0,3
IV 4 5 0,4 1,4 0,4
V 5 6 0,5 1,5 0,5
VI 6 2 0,6 0,6 0,6
VII 7 3 0,7 0,7 0,7
VIII 8 4 0,8 0,8 0,8
IX 9 5 0,9 0,9 0,9
X 10 6 1,0 1,0 1,0
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Ðèñ.9

17



Çàâäàííÿ �4 Ðîçêðèòòÿ ñòàòè÷íî¨ íåâèçíà÷åíîñòi ïëîñêèõ ðàì

Äëÿ çàäàíî¨ ñòàòè÷íî íåâèçíà÷åíî¨ ðàìè (ðèñ. 17) íåîáõiäíî:

1) Âñòàíîâèòè ñòåïiíü ñòàòè÷íî¨ íåâèçíà÷åíîñòi;

2) Âèáðàòè îñíîâíó ñèñòåìó;

3) Çàïèñàòè êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ;

4) Ïîáóäóâàòè åïþðèM âiä îäèíè÷íèõ ñèë òà âiä çîâíiøíüîãî íàâàíòàæåíííÿ òà îá÷èñëè-
òè çà äîïîìîãîþ ìåòîäà Âåðåùàãiíà óñi ïåðåìiùåííÿ, ùî âõîäÿòü äî êàíîíi÷íiõ ðiâíÿíü;

5) Çíàéòè âåëè÷èíè çàéâèõ íåâiäîìèõ, ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ;

6) Ïîáóäóâàòè êiíöåâi åïþðè M , N , Q;

7) Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü ïîáóäîâè êiíöåâî¨ åïþðè M , ïîìíîæèâøè i¨ íà êîæíó ç îäè-
íè÷íèõ åïþð.

Äàíi óçÿòè ç òàáë. 4. Âêàçiâêà. Ðîçêðèòòÿ ñòàòè÷íî¨ íåâèçíà÷åíîñòi ðàìíèõ êîíñòðóêöié ïðî-
âîäèòüñÿ ìåòîäîì ñèë. Âií ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ñêëàäàþòüñÿ êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ (âèðàæàþòü
óìîâè, ùî ñóìàðíå ïåðåìiùåííÿ âiä çîâíiøíiõ ñèë òà óñiõ çàéâèõ íåâiäîìèõ çà íàïðÿìîì
êîæíîãî ç çàéâèõ íåâiäîìèõ äîðiâíþ¹ íóëþ), ÿêi äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè çàéâi çâ'ÿçêè.

Çðàçîê çàâäàííÿ �4

Äàíî: P1 = 1 ò , P2 = 8 ò , q = 1 ò/ì

Ðèñ.10

Ðîçâ'ÿçîê

1. Ðàìíà êîíñòðóêöiÿ (ðèñ. 10à) âíóòðiøíiì ÷èíîì ñòàòè÷íî âèçíà÷åíà òà çîâíiøíèì ÷è-
íîì äâà ðàçè ñòàòè÷íî íåâèçíà÷åíà, òàê ÿê 5 íåâiäîìèõ ñèë ðåàêöié çâ'ÿçêiâ òà 3 ðiâíÿ-
ííÿ ðiâíîâàãè ïëîñêî¨ ñèñòåìè ñèë.

2. Îáåðåìî îñíîâíó ñõåìó, âiäêèíóâøè çàéâi çâ'ÿçêè ó òî÷öi O (ðèñ. 10á).

3. Çàïèøåìî êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ ìåòîäó ñèë

{
δ11x1 + δ12x2 + δ1P = 0;

δ21x1 + δ22x2 + δ2P = 0.
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Ðèñ.11

4. Ïî-ïåðøå, ïîáóäó¹ìî åïþðó çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ âiä îäèíè÷íî¨ ñèëè x1 = 1.

Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè äëÿ ïëîñêî¨ ñèñòåìè ñèë. (Îáðàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò ïî-
êàçàíà íà ðèñ. 11).

Ñóìà ïðîåêöi¨ ñèë íà âiñü x è y äîðiâíþ¹ íóëþ.∑
i

Fxi
= 0 ; x1 +R1 = 0 =⇒ R1 = − 1;∑

i

Fyi
= 0 ; R2+R3 = 0.

Ñóìà ìîìåíòiâ âñiõ ñèë ïî âiäíîøåííþ äî òî÷êè 3 äîðiâíþ¹ íóëþ.∑
i

M3(F i
) = 0 ;

R3·9 = 0 =⇒ R3 = 0 =⇒ R2 = 0.

Áóäó¹ìî åïþðó çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ äëÿ ðàìíî¨ êîíñòðóêöi¨ âiä îäèíè÷íî¨ ñèëè x1. Ïðî-
âîäèìî äîâiëüíèé ïîïåðå÷íèé ïåðåðiç íà êîæíìó ç âiäðiçêiâ òà ñêëàäà¹ìî ðiâíÿííÿ ìî-
ìåíòiâ ïî âiäíîøåííþ äî öüîãî ïåðåðiçà.

Âiäðiçîê 0− 1, äå 0 ≤ z ≤ 6

Mx = −x1 · z = − z;

Mx(0) = 0;

Mx(6) = − 6.

Âiäðiçîê 1− 2, äå 0 ≤ z ≤ 9

Mx = −x1·6 = − 6.

Âiäðiçîê 3− 2, äå 0 ≤ z ≤ 6

Mx = −R1 · z = − z;

Mx(0) = 0;

Mx(6) = − 6.

Âiäðiçîê 4− 3, äå 0 ≤ z ≤ 9

Mx = 0.
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Ðèñ.12

Ïî-äðóãå, ïîáóäó¹ìî åïþðó çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ âiä îäèíè÷íî¨ ñèëè x2 = 1.

Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè äëÿ ïëîñêî¨ ñèñòåìè ñèë (ðèñ. 12).



∑
i

Fxi
= 0 ; R1 = 0;∑

i

Fyi
= 0 ; x2 +R2 +R3 = 0;∑

i

M3(F i
) = 0 ; x2 · 9 +R3 · 9 = 0.

R1 = 0, R2 = −2, R3 = 1.

Áóäó¹ìî åïþðó çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ äëÿ ðàìíî¨ êîíñòðóêöi¨ âiä îäèíè÷íî¨ ñèëè x2.

Âiäðiçîê 0− 1, äå 0 ≤ z ≤ 6

Mx = 0.

Âiäðiçîê 1− 2, äå 0 ≤ z ≤ 9

Mx = x2 · z = z;

Mx(0) = 0;

Mx(9) = 9.

Âiäðiçîê 3− 2, äå 0 ≤ z ≤ 6

Mx = 0.

Âiäðiçîê 4− 2, äå 0 ≤ z ≤ 9

Mx = R3 · z = z;

Mx(0) = 0;

Mx(9) = 9.

Ïî-òðåò¹, ïîáóäó¹ìî âàíòàæíó åïþðó çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ.

Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè äëÿ ïëîñêî¨ ñèñòåìè ñèë (ðèñ. 13).
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Ðèñ.13



∑
i

Fxi
= 0 ; P1 +R1 = 0;∑

i

Fyi
= 0 ; R2 +R3 − P2 − q · 9 = 0;∑

i

M3(F i
) = 0 ;

−P1 · 6 + q · 9 · 4, 5− P2 · 4, 5 +R3 · 9 = 0;

R1 = − 2, R2 =
291

18
, R3 =

15

18
.

Ñêëàäåìî âàíòàæíó åïþðó çãèíàþ÷èõ ìîìåíòîâ.

Âiäðiçîê 0− 1, äå 0 ≤ z ≤ 6

Mx = 0.

Âiäðiçîê 1− 2, äå 0 ≤ z ≤ 9

Mx = − qz2/2 = − z2/2;

Mx(0) = 0;

Mx(9) = − 40, 5.

Âiäðiçîê 3− 2, äå 0 ≤ z ≤ 6

Mx = R1 · z = − 2z;

Mx(0) = 0;

Mx(0) = − 12.

Âiäðiçîê 4 − 2, äå 0 ≤ z ≤ 9 ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâà, òàê ÿê ó òî÷öi z = 4, 5 ïðèêëàäåíà
çîñåðåäæåíà ñèëà P2.

0 ≤ z ≤ 4, 5

Mx = R3 · z =
15

18
z;

Mx(0) = 0;

Mx

(
9

2

)
=

15

4
.
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4, 5 ≤ z ≤ 9

Mx = R3 · z − P2(z − 4, 5);

Mx

(
9

2

)
=

15

4
;

Mx(9) = − 28, 5.

Âèçíà÷èìî êîåôiöi¹íòè δij
(
i, j = 1, 2

)
, ÿêi âõîäÿòü ó êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ ñèë, ìåòîäîì

Âåðåùàãiíà.

Êîåôiöi¹íò δ11 îòðèìó¹ìî çà ðàõóíîê ìíîæåííÿ ýïþðè Mx1 íà ñàìó ñåáå.

δ11 =
1

EI

(
1

2
· 6 · (− 6) · 2

3
· (− 6)

)
+

1

2EI
(9 · (− 6) · (− 6)) +

+
1

EI

(
1

2
· 6 · (− 6) · 2

3
· (− 6)

)
=

306

EI
.

Êîåôiöi¹íò δ22 îòðèìó¹ìî çà ðàõóíîê ìíîæåííÿ ýïþðè Mx2 íà ñàìó ñåáå.

δ22 =
1

2EI

(
1

2
· 9 · 9 · 2

3
· 9
)

+
1

2EI

(
1

2
· 9 · 9 · 2

3
· 9
)

=
243

EI
.

Êîåôiöi¹íò δ12 = δ21 îòðèìó¹ìî çà ðàõóíîê ìíîæåííÿ ýïþðè Mx1 íà ýïþðó Mx2 .

δ12 = δ21 =
1

2EI

(
1

2
· 9 · 9 · (− 6)

)
= − 243

2EI
.

Êîåôiöi¹íò δ1P îòðèìó¹ìî çà ðàõóíîê ìíîæåííÿ ýïþðè Mx1 íà âàíòàæíó ýïþðó MxP
.

δ1P =
1

2EI

(
1

3
· 9 · (− 40, 5) · (− 6)

)
+

1

EI

(
1

2
· 6 · (− 6) · 2

3
· (− 12)

)
=

1017

2EI
.

Êîåôiöi¹íò δ2P îòðèìó¹ìî çà ðàõóíîê ìíîæåííÿ ýïþðè Mx2 íà âàíòàæíó ýïþðó MxP
.

Ìíîæåííÿ ýïþð íà âiäðiçêó 1−2 íå âèêëèêà¹ íåçðó÷íîñòåé, àëå äëÿ ìíîæåíèÿ ýïþð íà
âiäðiçêó 4 − 2 çàñòîñó¹ìî "ìåòîä ðîçøàðóâàííÿ" ýïþð. "Ðîçøàðóâóâàòè" íà âiäðiçêó
4− 2 áóäåìî âàíòàæíó ýïþðó MxP

.

δ2P =
1

2EI

(
1

3
· 9 · (− 40, 5) · 3

4
· 9 +

1

2
· 9 · 7, 5 · 2

3
· 9
)

+

+
1

2EI

(
1

2
· 9

2
· (−36) ·

(
9

2
+

2

3
· 9

2

))
= − 9801

16EI
.

5. Ïiäñòàâëÿ¹ìî çíàéäåíi êîåôiöi¹íòè ó êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ òà ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó.
306x1 −

243

2
x2 +

1017

2
= 0;

−243

2
x1 + 243x2 −

9801

16
= 0.
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Ðèñ.14

Ðèñ.15

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó, âèçíà÷à¹ìî
x1 = −719

872
≈− 0, 83 (ò);

x2 =
1379

654
≈ 2, 11 (ò).

6. Ïîáóäó¹ìî êiíöåâi åïþðè ïîâçäîâæíèõ òà ïîïåðå÷íèõ ñèë, à òàêîæ åïþðó çãèíàþ÷èõ
ìîìåíòiâ. Ç öi¹þ ìåòîþ ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè äëÿ ïëîñêî¨ ñèñòåìè ñèë ç óðàõó-
âàííÿì çíàéäåíèõ âåëè÷èí x1 è x2 (ðèñ. 15).

∑
i

Fxi
= 0;∑

i

Fyi
= 0;∑

i

M3(F i) = 0.


x1 + P1 +R1 = 0;

x2 − 9q − P2 +R2 +R3 = 0;

−x2 · 9− P1 · 6 + 9q · 4, 5− P2 · 4, 5 +R3 · 9 = 0.
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R1 = − 1, 17 (ò), R2 = 11, 95 (ò), R3 = 2, 94 (ò).

Ïîáóäó¹ìî åïþðè ïîâçäîâæíèõ ñèë N , ïîïåðå÷íèõ ñèë Q è çãèíàþ÷îãî ìîìåíòà M .

Âiäðiçîê 0− 1, äå 0 ≤ z ≤ 6

N = −x2 = − 2, 10856;

Q = −x1 = 0, 82454;

M = −x1 · z = 0, 82454 z;

Mx(0) = 0;

Mx(6) = 4, 94724.

Åïþðè ïîâçäîâæíèõ ñèë N , ïîïåðå÷íèõ ñèë Q òà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòà M äëÿ çàçíà÷å-
íîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíi íà ðèñ. 15.

Âiäðiçîê 1− 2, äå 0 ≤ z ≤ 9

N = −P1 − x1 = − 1, 17546;

Q = x2 − q z = 2, 10856− z;

Q(0) = 2, 10856;

Q(9) = − 6, 89144;

M = −x1 · 6 + x2 · z − q z2/2 = 4, 9474 + 2, 10856 z − 0, 5 z2;

Mx(0) = 4, 94724;

Mx(9) = − 16, 57572.

Åïþðè ïîâçäîâæíèõ ñèë N , ïîïåðå÷íèõ ñèë Q òà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòà M äëÿ çàçíà÷å-
íîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíi íà ðèñ. 15.

Âiäðiçîê 3− 2, äå 0 ≤ z ≤ 6

N = −R2 = − 11, 94955;

Q = −R1 = 1, 17546;

M = R1 · z = − 1, 17546 z;

Mx(0) = 0;

Mx(6) = − 7, 05276.

Åïþðè ïîâçäîâæíèõ ñèë N , ïîïåðå÷íèõ ñèë Q òà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòà M äëÿ çàçíà÷å-
íîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíi íà ðèñ. 15.

Âiäðiçîê 4− 2, äå 0 ≤ z ≤ 9 ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâà âiäðiçêà.

0 ≤ z ≤ 4, 5

N = 0;

Q = −R3 = − 2, 94189;

M = R3 z = 2, 94189 z;

Mx(0) = 0;

Mx(4, 5) = 13, 23851.
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Åïþðè ïîâçäîâæíèõ ñèë N , ïîïåðå÷íèõ ñèë Q òà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòà M äëÿ çàçíà÷å-
íîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíi íà ðèñ. 15.

4, 5 ≤ z ≤ 9

N = 0;

Q = −R3 + P2 = 5, 05811;

M = R3 z − p2(z − 4, 5) = 2, 94189 z − 8(z − 4, 5);

Mx(4, 5) = 2, 94189;

Mx(9) = − 9, 52299.

Åïþðè ïîâçäîâæíèõ ñèë N , ïîïåðå÷íèõ ñèë Q òà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòà M äëÿ çàçíà÷å-
íîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíi íà ðèñ. 15.

7. Ïåðåâiðåìî ïðàâèëüíiñòü ïîáóäîâè êiíöåâî¨ åïþðè M , ïîìíîæèâ i¨ íà êîæíó ç îäèíè-
÷íèõ ýïþð.

Ðèñ.16

Ïî-ïåðøå, ïîìíîæèìî åïþðó çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ M íà îäèíè÷íó åïþðó Mx1 . Ç öi¹þ
ìåòîþ ïðîâåäåìî "ðîçøàðóâàííÿ"åïþðè íà âiäðiçêó 1− 2 (ðèñ. 16à).

Òîäi ìà¹ìî

M ×Mx1 = − 3

EI

(
9 · 4, 94724 +

1

2
· 9 · 18, 977704 +

1

3
· 9 · (−40, 5)

)
+

+
1

EI

(
1

2
· 6 · 4, 94724 · 2

3
· (−6)

)
+

1

EI

(
1

2
· 6 · (−7, 05276) · 2

3
· (−6)

)
≈ 0.

Ïî-äðóãå, ïîìíîæèìî åïþðó çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ íà îäèíè÷íó åïþðó Mx2 . Äëÿ öüîãî
çàñòîñó¹ìî ìåòîä "ðîçøàðóâàííÿ"íà âiäðiçêó 4− 2 (ðèñ. 16á).
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Òîäi ìà¹ìî

M ×Mx2 =
1

2EI

(
1

2
· 9 · 9 · 4, 94724 +

1

2
· 9 · 18, 977704 · 2

3
· 9
)

+

+
1

2EI

(
1

3
· 9 · (−40, 5) · 3

4
· 9 +

1

2
· 9 · 26, 47701 · 2

3
· 9
)

+

+
1

2EI
· 4, 5 · 1

2
· (−36)

(
4, 5 +

2

3
· 4, 5

)
≈ 0.

Òàáëèöÿ 4

Ñõåìà l, ì h, ì q, Ò/ì

I 11 2 1,5
II 12 3 2,0
III 3 4 3,0
IV 4 5 0,4
V 5 6 0,5
VI 6 2 0,6
VII 7 3 0,7
VIII 8 4 0,8
IX 9 5 0,9
X 10 6 1,0
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Ðèñ.17
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Çàâäàííÿ �5 Ðîçêðèòòÿ ñòàòè÷íî¨ íåâèçíà÷åíîñòi

äëÿ íåðîçðiçíèõ áàëîê

Äëÿ áàëêè, ùî çîáðàæåíà íà ðèñ. 20 òðåáà:

1) Çíàéòè âåëè÷èíó çãèíàþ÷îãî ìîìåíòà íà ëiâié îïîði (â äîëÿõ ql2);

2) Ïîáóäóâàòè åïþðè Q òà M ;

3) Ïîáóäóâàòè åïþðó ïðîãèíiâ, îá÷èñëèâøè òðè îðäèíàòè ó ïðîëüîòi òà äâi íà êîíñîëi.

Äàíi óçÿòè ç òàáë. 3.

Âêàçiâêà. Âiäïîâiäü íà ïåðøå ïèòàííÿ çàäà÷i ìîæíà äàòà çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ òðüîõ ìî-
ìåíòiâ. Ïiä ÷àñ ïîáóäîâè åïþðè ïðîãèíiâ íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè, ùî ïðóæíà ëiíiÿ áàëêè
îáåðíåíà îïóêëiñòþ äîíèçó òàì, äå çãèíàþ÷èé ìîìåíò äîäàòíèé, òà óãíóòiñòþ äîãîðè òàì, äå
âií âiä'¹ìíèé. Íóëüîâèì òî÷êàì åïþðè âiäïîâiäàþòü òî÷êè ïåðåãèíó ïðóæíî¨ ëiíi¨.

Çðàçîê çàâäàííÿ �5

Äàíî: Ñòàòè÷íî íåâèçíà÷åíà íåðîçðiçíà áàëêà, íà ÿêó äiþòü íàâàíòàæåííÿ iíòåíñèâíîñòi q
òà çîñåðåäæåíà ñèëà P , ÿê ïîêàçàíî íà ðèñ. 18.1à.

Ðèñ.18.1

Ðîçâ'ÿçîê

1. Áàëêà îäèí ðàç ñòàòè÷íî íåâèçíà÷åíà, òàê ÿê â ïëîñêié çàäà÷i çàòèñíåííÿ äàñòü òðè
ñèëè ðåàêöi¨ çâ'ÿçêó òà øàðíiðíîîïåðòèé ñòåðæåíü äàñòü ñèëó ðåàêöi¨ çâ'ÿçêó, à ðiâíÿíü
ðiâíîâàãè ïëîñêî¨ ñèñòåìè ñèë � òðè. Äëÿ ðîçêðèòòÿ ñòàòè÷íî¨ íåâèçíà÷åíîñòi êîíñòðó-
êöi¨ çàñòîñó¹ìî îäèí ðàç ðiâíÿííÿ òðüîõ ìîìåíòiâ. Ç öi¹þ ìåòîþ ñêëàäåìî ðîçðàõóíêîâó
ñõåìó áàëêè.

Çi ñòîðîíè çàòèñíóòîãî êiíöÿ äîáàâèìî ïðîãîí, äîâæèíà ÿêîãî ïðÿìó¹ äî íóëÿ (ðèñ.
18.1á). Êîíñîëü âiäêèäà¹ìî, ñèëà ïåðåíîñèòüñÿ íà îïîðó (øàðíiðíîîïåðòèé ñòåðæåíü)
òà äîäà¹òüñÿ îïîðíèé ìîìåíò M2 = −P · l = −q l2.
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2. Ïðîíóìåðó¹ìî îïîðè çëiâà íàïðàâî òà çîáðàçèìî ñèëè ðåàêöi¨ çâ'ÿçêó (iõ ïðîìiæíi âå-
ëè÷èíè), ïðè÷îìó êîæíà îïîðà ðîçáèâà¹òüñÿ íà ëiâó òà ïðàâó ÷àñòèíè.

3. Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ñòàòèêè äëÿ çíàõîæäåííÿ ñèë ðåàêöié çâ'ÿçêó âiä çîâíiøíüîãî íà-
âàíòàæåííÿ äëÿ êîæíîãî ïðîãîíó áàëêè áåç óðàõóâàííÿ îïîðíèõ ìîìåíòîâM0,M1,M2.

Ðîçãëÿíåìî ïðîãîí 0 − 1. Äiþòü òiëüêè äâi ñèëè ðåàêöi¨ îïîð Rï0 è Rë1 , ÿêùî l1 = 0,

çâiäêè ñëiäó¹ Rï0 = Rë1 = 0 (ðèñ. 18.1á).

Ðîçãëÿíåìî ïðîãîí 1 − 2. Äiþòü íàâàíòàæåííÿ iíòåíñèâíîñòi q íà âiäðiçêó äîâæèíè l,
çîñåðåäæåíà ñèëà P íà îïîði 2, à òàêîæ äâi ñèëè ðåàêöi¨ çâ'ÿçêó Rï1 è Rë2 (ðèñ. 18.1á).

Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ìîìåíòiâ ñòàòèêè âiäíîñíî îïîðè 2.

− Rï1 · 2l + q · l · 1, 5 l = 0, çâiäêè Rï1 = 0, 75 ql.

Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ìîìåíòiâ ñòàòèêè âiäíîñíî îïîðè 1.

q · l · 0, 5 l + P · 2 l −Rë2 · 2 l = 0;

Rë2 = (0, 5 ql2 + 2 ql2)/(2 l);

Rë2 = 1, 25 ql.

4. Äëÿ êîæíîãî ïðîãîíó áàëêè (ÿê äëÿ ïðîñòî¨ áàëêè íà äâóõ îïîðàõ) ïîáóäó¹ìî åïþðè
çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ âiä çîâíiøíüîãî íàâàíòàæåííÿ òà âiä çíàéäåíèõ ñèë ðåàêöèé îïîð
áåç óðàõóâàííÿ îïîðíèõ ìîìåíòiâ.

Ðîçãëÿíåìî ïðîãîí 0− 1. Âiñü z íàïðàâèìî çëiâà íàïðàâî âçäîâæ îñi áàëêè ç ïî÷àòêîì
âiäëiêó ó òî÷öi 0. Ïî âñié äîâæèíi ïðîãîíà M = Rï0 z = 0. Åïþðà
çãèíàþ÷îãî ìîìåíòà M äëÿ çàçíà÷åíîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ çîáðàæåíà íà ðèñ. 18.1â.

Ðèñ.18.2

Ðîçãëÿíåìî ïðîãîí 1− 2. Âiñü z íàïðàâèìî çëiâà íàïðàâî âçäîâæ îñi áàëêè ç ïî÷àòêîì
âiäëiêó ó òî÷öi 1. Ïðîãîí ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâà âiäðiçêè, äîäàòêîâîþ òî÷êîþ ðîçäiëó ¹
êiíåöü íàâàíòàæåííÿ.
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0 ≤ z ≤ l

M = − qz2/2 +Rï1 z = 0, 75 ql · z − 0, 5 qz2;

M(0) = 0;

M(l) = 0, 25 ql2.

Åïþðà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòàM = M(z) � ïàðàáîëà, ãiëêàìè äîíèçó. Âèçíà÷åìî âåðøèíó
ïàðàáîëè.

M ′ = 0, 75 ql − qz = 0, çâiäêè z = 0, 75 l.

Äëÿ çàçíà÷åíîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨ åïþðà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòà M çîáðàæåíà íà
ðèñ. 18.1â.

l ≤ z ≤ 2l

M = Rï1 z − ql · (z − 0, 5 l) = 0, 75 ql · z − ql · (z − 0, 5 l);

M(l) = 0, 25 ql2;

M(2l) = 0.

Åïþðà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòà M = M(z) � ïðÿìà. Äëÿ çàçíà÷åíîãî âiäðiçêà êîíñòðóêöi¨
åïþðà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòà M çîáðàæåíà íà ðèñ. 18.1â.

5. Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ òðüîõ ìîìåíòiâ äëÿ îïîðè 1.

M0 l1 + 2M1(l1 + l2) + M2 l2 = − 6

(
ω1
a1

l1
+ ω2

b2
l2

)
, äå

ω � ïëîùà âiäïîâiäíî¨ åïþðè,
a � âiäñòàíü äî êðàéíüî¨ ëiâî¨ îïîðè âiä öåíòðà òÿæiííÿ âiäïîâiäíî¨ åïþðè,
b � âiäñòàíü äî êðàéíüî¨ ïðàâî¨ îïîðè âiä öåíòðà òÿæiííÿ âiäïîâiäíî¨ ýïþðè.

M0 = 0; M2 = − ql2;
l1 = 0; l2 = 2 l;

ω1 = 0; a1 = 0; l1 = 0;

Íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ω2b2.

Åïþðà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòà íà ïðîãîíi 1 − 2 ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí (ðèñ. 18.1â),
òîìó

ω2b2 = (ω2b2)I+(ω2b2)II

Àëå I ÷àñòèíà åïþðè ìà¹ ñêëàäíèé âèãëÿä, òîìó äî íå¨ íåîáõiäíî çàñòîñóâàòè ìåòîä
"ðîçøàðîâóâàííÿ".

Òîäi ìà¹ìî

ω2b2 = (ω2b2)Ià+(ω2b2)Iá
+(ω2b2)II .
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Ðèñ.19

Âèçíà÷åìî êîæíèé äîäàíîê çîêðåìà.

(ω2b2)Ià =
1

2
· l · 0, 75 ql2 ·

(
l +

1

3
l

)
= 0, 5 ql4;

(ω2b2)Iá
=

1

3
· l · (− 0, 5 ql2) ·

(
l +

1

4
l

)
= − 5

24
ql4;

(ω2b2)II =
1

2
·l·0, 25 ql2·2

3
l =

1

12
ql4.

Òîäi

ω2b2 =
3

8
ql4.

6. Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi âåëè÷èíè äî ðiâíÿííÿ òðüîõ ìîìåíòiâ òà âèçíà÷åìî îïîðíèé ìî-
ìåíò M1.

2M1 · 2 l − ql2 · 2 l = − 6 · 3

16
ql3;

4M1 − 2 ql2 = −9

8
ql2;

M1 =
7

32
ql2.

7. Äëÿ ïðîãîíó áàëêè 1− 2 ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ìîìåíòiâ ñòàòèêè òà âèçíà÷åìî iñòèíi çíà-
÷åííÿ ñèë ðåàêöié îïîð (ðèñ. 18.1ã).

Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ìîìåíòiâ ñòàòèêè âiäíîñíî îïîðè 2.

− M1 − R1 · 2 l + q · l · 1, 5 l + M2 = 0, çâiäêèR1 =
9

64
ql.

Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ìîìåíòiâ ñòàòèêè âiäíîñíî îïîðè 1.

− M1 − q · l · 0, 5 l + R2 · 2 l − P · 2 l + M2 = 0, çâiäêèR2 =
119

64
ql.

8. Ïîáóäó¹ìî åïþðè ïîïåðå÷íèõ ñèë Q òà çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ M äëÿ áàëêè, çîáðàæåííî¨
íà ðèñ. 18.2ä.
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Âèáåðà¹ìî âiñü z, íàïðÿìëåíó çëiâà íàïðàâî, ç ïî÷àòêîì âiäëiêó ó òî÷öi 1.
0 ≤ z ≤ l

Q = R1 − qz =
9

64
ql − qz;

Q(0) =
9

64
ql;

Q(l) = − 55

64
ql;

M = −M1 +R1 · z − qz2/2 =
9

64
ql · z − qz2/2 +

7

32
ql2;

M(0) =
7

32
ql2;

M(l) =
7

64
ql2.

Åïþðà çãèíàþ÷îãî ìîìåíòà M = M(z) � ïàðàáîëà, "ãiëêàìè"äîíèçó.

Âèçíà÷èìî ïîëîæåííÿ âåðøèíè ïàðàáîëè.

M ′ =
9

64
ql − qz = 0, çâiäêè z =

9

64
l;

M

(
9

64
l

)
= 0, 229 ql2.

Åïþðè ïîïåðå÷íèõ ñèë Q òà çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ M äëÿ çàçíà÷åíîãî âiäðiçêà êîíñòðó-
êöi¨ çîáðàæåíi íà ðèñ. 18.2å è 18.2æ.

l ≤ z ≤ 2l

Q = R1 − ql =
9

64
ql − ql = − 55

64
ql;

M = −M1 +R1 · z − ql(z − 0, 5 l) =
9

64
ql z − ql(z − 0, 5 l) +

7

32
ql2 ;

M(l) =
7

64
ql2;

M(2l) = − ql2.

2l ≤ z ≤ 3l

Q = R1 − ql +R2 =
9

64
ql − ql +

119

64
ql = ql;

M = −M1 +R1 · z − ql(z − 0, 5 l) +R2(z − 2 l) =;

=
9

64
ql z − ql(z − 0, 5 l) +

7

32
ql2 +

119

64
ql(z − 2 l);

M(2l) = − ql2;
M(3l) = 0.

Åïþðè ïîïåðå÷íèõ ñèë Q òà çãèíàþ÷èõ ìîìåíòiâ M äëÿ çàçíà÷åíîãî âiäðiçêà êîíñòðó-
êöi¨ çîáðàæåíi íà ðèñ. 18.2å è 18.2æ.
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Ïðîàíàëiçó¹ìî îòðèìàíi åïþðè. Ýïþðà ïîïåðå÷íèõ ñèë Q (ðèñ. 18.2å) çëiâà ìà¹ ñòðè-
áîê, ÿêèé äîðiâíþ¹ çà âåëè÷èíîþ ñèëi R1, ñïðàâà � ñòðèáîê çà âåëè÷èíîþ ðiâíèé ñè-
ëi P , à â òî÷öi 2 ñòðèáîê äîðiâíþ¹ çà âåëè÷èíîþ ñèëi R2. Åïþðà çãèíàþ÷èõ ìîìåí-
òiâ M (ðèñ. 18.2æ) çëiâà òàêîæ ìà¹ ñòðèáîê çà âåëè÷èíîþ ðiâíèé ìîìåíòó çàòèñíåííÿ
M1.

9. Äëÿ ïîáóäîâè åïþðè ïðîãèáiâ çàïèøåìî óíiâåðñàëüíå ðiâíÿííÿ ïðóæíî¨ ëèíi¨ áàëêè.

Òàê ÿê ëiâèé êiíåöü áàëêè çàùiìëåíèé, òî y0 è θ0 äîðiâíþþòü íóëþ.

Äëÿ 0 ≤ z ≤ l

EIx y = M1z
2/2 + R1 z

3/6 − qz4/24 =
7ql2

64
z2 +

9ql

384
z3 − q

24
z4.

Äëÿ l ≤ z ≤ 2l

EIx y = M1z
2/2 +R1 z

3/6− qz4/24 + q(z − l)4/24 =

=
7ql2

64
z2 +

9ql

384
z3 − q

24
z4 +

q

24
(z − l)4.

Äëÿ 2l ≤ z ≤ 3l

EIx y = M1z
2/2 +R1 z

3/6− qz4/24 + q(z − l)4/24 +R2
(z − 2 l)3

6
=

=
7ql2

64
z2 +

9ql

384
z3 − q

24
z4 +

q

24
(z − l)4 +

119

384
ql(z − 2 l)3.

Âèçíà÷èìî òðè çíà÷åííÿ îðäèíàòè â ïðîãîíi,íàïðèêëàä, z =
l

2
; l;

3

2
l.

EIx y

(
l

2

)
=

7ql2

64

(
l

2

)2

+
9ql

384

(
l

2

)3

− q

24

(
l

2

)4

= 0, 028 ql4;

y

(
l

2

)
= 0, 028

ql4

EIx
.

EIx y(l) =
7ql2

64
l2 +

9ql

384
l3 − q

24
l4 = 0, 091 ql4;

y(l) = 0, 091
ql4

EIx
.

EIx y

(
3

2
l

)
=

7ql2

64

(
3

2
l

)2

+
9ql

384

(
3

2
l

)3

− q

24

(
3

2
l

)4

+

+
q

24

(
3

2
l − l

)4

= 0, 117 ql4;

y

(
3

2
l

)
= 0, 117

ql4

EIx
.
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Íà ðèñ. 18.2 ç ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíà åïþðà ïðîãèíiâ áàëêè.

Äëÿ ïåðåâiðêè ïîáóäîâè åïþð âèçíà÷èìî ïåðåìåùiííÿ îïîðè 2.

EIx y(2l) =
7ql2

64
(2l)2+

9ql

384
(2l)3− q

24
(2l)4+

q

24
(2l−l)4 = 0.

Âèçíà÷èìî äâà çíà÷åííÿ îðäèíàòè íà êîíñîëi,íàïðèêëàä, z = 2, 5l; 3l.

EIx y(2, 5l) =
7ql2

64
(2, 5l)2 +

9ql

384
(2, 5l)3 − q

24
(2, 5l)4+

+
q

24
(2, 5l − l)4 +

119

384
ql(2, 5l − 2l)3 = − 0, 3281 ql4

y(2, 5l) = − 0, 3281
ql4

EIx
.

EIx y(3l) =
7ql2

64
(3l)2 +

9ql

384
(3l)3 − q

24
(3l)4 +

q

24
(3l − l)4+

+
119

384
ql(3l − 2l)3 = − 0, 7813 ql4;

y(3l) = − 0, 7813
ql4

EIx
.
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Ðèñ.20
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Êîñèð¹âà Ëiàëiíà Àíàòîëi¹âíà
Ðà÷èíñüêà Àëëà Ëåîíiäiâíà

Ìåòîäè÷íi âêàçiâêè òà êîíòðîëüíi çàâäàííÿ çà êóðñîì "Îïið ìàòåðiàëiâ"äëÿ
ñòóäåíòiâ ñïåöiàëüíîñòi Ìåõàíiêà

Âèäàíî â àâòîðñüêié ðåäàêöi¨

Ïiäï. äî äðóêó 20.04.10 Ôîðìàò 84õ108.16.
Ãàðí.Òàéìñ.Òèðàæ 20 ïðèì.
Ðåäàêöiéíî-âèäàâíè÷èé Öåíòð

Îäåñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó
iìåíi I.I.Ìå÷íèêîâà,

65082, ì. Îäåñà, âóë. �ëiñàâåòèíñüêà, 12, Óêðàiíà
Òåë.: (048) 723 28 39

36


