Кафедра теоретической механики

Лекция №4.
ВЫДЕЛЕНИЕ НЕСЛУЧАЙНОЙ

СОСТАВЛЯЮЩЕЙ ВРЕМЕННОГО РЯДА

Индекс детерминации и степень нелинейности трендовой составляющей

Введем суммы
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где 
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 – значение, вычисленное по уравнению тренда при 
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Индексом детерминации называется величина
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которая изменяется в пределах  
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 и показывает, какая часть (доля) изменения временного ряда обусловлена изменением переменной 
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.

Если уравнение тренда является линейной функцией, то справедливо тождество
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где  
[image: image10.wmf]2
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 – коэффициент детерминации линейной регрессии. Заметим, что чем больше кривизна линии регрессии, тем величина коэффициента детерминации 
[image: image11.wmf]2
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 меньше индекса детерминации  
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. Близость этих величин означает, что нет необходимости усложнять уравнения тренда и можно использовать для тренда линейную функцию.

Для проверки нулевой гипотезы 
[image: image13.wmf]0
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 о возможности замены нелинейной регрессии линейной функцией определим следующий критерий:
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где 
[image: image15.wmf]d
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 – ошибка разности  
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, определяемая по формуле
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Нулевая гипотеза 
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 отвергается с уровнем значимости 
[image: image19.wmf]a

, если выполняется неравенство
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где 
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chart1.DataManipulator.Statistics.InverseTDistribution
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Это говорит о существенном различии между 
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 и 
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 и  невозможности замены нелинейного тренда линейной функцией.

Используя индекс детерминации 
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, можно выполнить проверку значимости построенной нелинейной регрессии. Для этого определим F-критерий:
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где 
[image: image27.wmf]k

 – число коэффициентов уравнения тренда при переменной 
[image: image28.wmf]t

. Тогда построенное уравнение нелинейной регрессии является значимым с уровнем значимости  
[image: image29.wmf]a

, если выполняется неравенство
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Напомним, что квантиль  
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 можно вычислить с помощью:
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Пример. Определим значимость уравнения тренда, полученного на лекции №3.
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по временному ряду

	Год
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Спрос
	213
	171
	291
	309
	317
	362
	351
	361


Решение.
По формуле (46) вычисляем индекс детерминации со всеми необходимыми предварительными расчетами. По формуле (51) вычисляем F-критерий, положив 
[image: image35.wmf]n

=8 и 
[image: image36.wmf]k

=2. Пусть уровень значимости 
[image: image37.wmf]a

=0.05, тогда вычисляем квантиль, необходимый для критерия (52).
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Видно, что выполняется неравенство (52)
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Можно сделать вывод о значимости построенного нелинейного тренда с уровнем значимости 
[image: image40.wmf]a

=0.05.

Замечание. Индекс детерминации 
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 характеризует близость построенного уравнения тренда к исходным данным, которые содержат «нежелательную» случайную составляющую 
[image: image42.wmf]e

. Очевидно, что, взяв полином порядка 
[image: image43.wmf]1
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, можно получить «идеальное» значение 
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, но такое уравнение содержит в себе не только независимую переменную 
[image: image45.wmf]t

, но и составляющую 
[image: image46.wmf]e

, и это снижает точность использования построенного уравнения для прогноза. Поэтому при выборе уравнения регрессии надо учитывать не только величину  
[image: image47.wmf]2
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, но и «сложность» уравнения тренда, определяемую количеством коэффициентов уравнения. Такой учет удачно реализован в так называемом приведенном индексе детерминации (для линейной регрессии – приведенный коэффициент детерминации):
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где 
[image: image49.wmf]m

 – количество коэффициентов регрессии. Видно, что при неизменных 
[image: image50.wmf]e
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, 
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, увеличение 
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 вызывает уменьшение значения 
[image: image53.wmf]2
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. Если количество коэффициентов у сравниваемых уравнений регрессии одинаково (например, m = 2 ), то отбор наилучшей регрессии можно осуществлять по величине 
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. Если в уравнениях регрессии меняется число коэффициентов, то отбор целесообразно проводить по величине 
[image: image55.wmf]2
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Выделение трендовой составляющей сглаживающими методами

В отличие от регрессионных методов выделения трендовых составляющих эти методы оценивают трендовую составляющую временного ряда только для моментов времени 
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, т.е. для тех же моментов, для которых заданы значения временного ряда 
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Локальное сглаживание. Определим оценку 
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 для значений 
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 как взвешенное среднее тех исходных значений, которые находятся в некоторой близости от точки 
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где 
[image: image64.wmf]i
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 – весовые множители, удовлетворяющие условию
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Видно, что суммируются 
[image: image66.wmf]L

 значений, находящихся левее точки  
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 значений – правее точки  
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 и само значение 
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. Длина интервала суммирования равна 
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 и этот интервал «скользит» по исходным данным. Наиболее часто используют метод скользящего среднего, в котором множители задаются выражением, которое есть величина обратная длине интервала,
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Так, если 
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[image: image76.wmf](

)

1

11

3

iiii

tyyy

-+

=++

%

.



(57)

Очевидно, что чем больше величина 
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, тем меньше уровень «остаточных» возмущений в оценке 
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. Действительно, если 
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, то после алгоритма (57) дисперсия оценки 
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 будет равна 
[image: image81.wmf](
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. Следует помнить, что при возрастании L увеличивается систематическая ошибка.
Систематическая ошибка будет мала, если графическое изображение временного ряда напоминает прямую линию. Если же тренд имеет явно нелинейный характер, то фильтр скользящего среднего может привести к значительным искажениям (т.е. к большой систематической ошибке). В таких случаях предпочтительнее использовать метод экспоненциального сглаживания, описанный ниже.
К сожалению, выражение (54) не определяет «отфильтрованные» значения в первых и последних 
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- точках временного ряда. В этих случаях можно изменить алгоритм (54), используя под знаком суммирования только известные 
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Пример. По данным 

	Год
	1
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	3
	4
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	Спрос
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вычислить значение тренда в точках 
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Решение.

Результат вычислений
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Сравним графики:
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Черным цветом изображены значения временного ряда, красным – тренд, полученный регрессионным методом, синим ( тренд, полученный методом сглаживания.

Экспоненциальное сглаживание. В отличие от метода скользящего среднего в определении экспоненциальной средней участвуют все наблюдения исходного временного ряда, но с разными весовыми множителями. Алгоритм метода экспоненциального сглаживания определяется выражением
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где 
[image: image96.wmf]a

 – коэффициент экспоненциального сглаживания, задаваемый как 
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Можно доказать справедливость выражения
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из которого следует, что каждое «старое» измерение 
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 входит в оценку 
[image: image100.wmf]i

t

%
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 вес измерения 
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 уменьшается. В качестве начального значения 
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 может быть принято среднее арифметическое всей временной выборки или только ее части, например, среднее трех первых значений.
Значение 
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 можно рассматривать как прогнозное значение тренда в момент 
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Из этого выражения видно, что прогноз в момент 
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 состоит из двух слагаемых: прогнозного значения 
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 − в предыдущий момент и невязки (ошибки) прогнозирования 
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, взятой с весом 
[image: image111.wmf]a

.
Из выражения (59) видно, что, уменьшая величину 
[image: image112.wmf]a

, увеличивается степень сглаживания (за счет увеличения числа «значимых» слагаемых). Рекомендуется 
[image: image113.wmf]a

 определять по формуле






[image: image114.wmf]2

1

n

a

=

+

, 






(61)

где 
[image: image115.wmf]n

 – объем выборки.
Пример. По данным 

	Год
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Спрос
	213
	171
	291
	309
	317
	362
	351
	361


вычислить значение тренда в точках 
[image: image116.wmf]i
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[image: image117.wmf]1,2,...,8
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[image: image118.wmf]a

=0.2, 0.5.
Решение.
Результат вычислений

[image: image119.png]ala=02
2801000
2582800
2648210
273658
w31
2982619
3088085
3132476
ales05

2545375
2123688
2513844
2804522
2887461
3303730
3405385
308433





[image: image120.png]3nauenns BpeMenHoro paga





Черным цветом изображены значения временного ряда, красным – тренд, полученный при 
[image: image121.wmf]a

=0.5, синим ( тренд, полученный при 
[image: image122.wmf]a

=0.2.

Видим, что меньшему значению параметра  
[image: image123.wmf]a

 соответствует большая степень сглаживания исходных значений   
[image: image124.wmf]i

y

.
Проанализировав примеры выделения тренда разными методами можно сделать вывод, что: наиболее эффективным является метод, основанный на построении парной регрессии. Этот метод достаточно универсален, позволяет непосредственно решать задачи прогнозирования, лишен недостатка, присущего методам сглаживания при вычислении значений на концах временного интервала.
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