Кафедра теоретической механики

Лекция №2.

Методология математического моделирования
Математические модели и их виды
Существенно важным в теории математического моделирования является постоянное согласование всех аспектов построения модели с задачами и целями исследования. Поэтому сосредоточим внимание на некоторых существенных для исследований особенностях механических систем и процессов. Во-первых, факторы, определяющие такие объекты, характеризуются, как измеримые величины – параметры. Во-вторых, в основе таких моделей лежат уравнения, описывающие фундаментальные законы природы (механики), не нуждающиеся в пересмотре и уточнении. Даже готовые частные модели отдельных явлений, используемые при составлении более общих, хорошо сформулированы и описаны с точки зрения условий и областей применения. В-третьих, наибольшую трудность при разработке моделей механических систем и процессов представляет описание недостоверно известных характеристик объекта, как функциональных, так и числовых. В-четвертых, современные требования к таким моделям приводят к необходимости учета множества факторов, влияющих на поведение объекта, не только таких, которые связаны известными законами природы. Все эти особенности приводят к тому, что модели механических систем и процессов относятся в основном к классу математических.

Математические модели основываются на математическом описании объекта. В математическое описание, прежде всего, входят, и это естественно, взаимосвязи параметров объекта, что характеризует его особенности функционирования. Такие связи могут представляться в виде:

– вектор-функций 
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– неявных функций 
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– обыкновенных дифференциальных уравнений 
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– дифференциальных уравнений с частными производными
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– вычислительного алгоритма,

– вероятностного (стохастического) описания.

Первые четыре из указанных видов носят обобщающее название: аналитических зависимостей. Математическое описание включает в себя не только взаимосвязь элементов и параметров объекта (законы и закономерности), но и полный набор числовых и функциональных данных объекта (характеристики; начальные, граничные, конечные условия; ограничения), а также методы вычисления выходных параметров модели. Т.е. под математическим описанием понимается полная совокупность данных, функций и методов вычисления, позволяющая получать результат.
Со своей стороны в математическую модель может не входить часть математического описания (чаще всего некоторые исходные данные), но помимо него должны присутствовать описания всех допущений, использованных для ее построения, а также алгоритмы перевода исходных и выходных данных с модели на оригинал и обратно (рис. 6).
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Рис.6
В качестве дополнения к классификации математические модели в зависимости от природы объекта, решаемых задач и применяемых методов могут различаться следующими видами:

– расчетные (формулы, таблицы, алгоритмы, графики, номограммы);

– соответственные (например, модель в аэродинамической трубе и реальный полет самолета в атмосфере);

– подобные (одинаковые математические описания и пропорциональные соответствующие параметры);

– линейные или нелинейные (описываемые функциями, которые содержат основные параметры только в степени 0 и 1, или любыми видами функций),

– стационарные или нестационарные (независящие или зависящие от времени),

– непрерывные или дискретные,

– детерминированные или стохастические (точные, однозначные или вероятностные: модели массового обслуживания, имитационные и др.),

– четкие или нечеткие (примеры нечетких множеств: около 10; глубоко или мелко; хорошо или плохо).
Исторически сложилось так, что под математической моделью иногда подразумевается только один особый вид моделей, содержащих сугубо однозначное прямое математическое описание в виде аналитических зависимостей или вычислительных алгоритмов – т.е. детерминированная математическая модель, с помощью которой при одних и тех же исходных данных можно получить только один и тот же результат. Наибольшее распространение получили детерминированные модели, устанавливающие связь с параметрами оригинала при помощи коэффициентов пропорциональности, всех одновременно равных единице. Используемое такой моделью математическое описание естественно рассматривать как описание непосредственно оригинала – и это верно: у модели и оригинала в этом случае существует одно общее математическое. В силу такой кажущейся простоты неискушенный инженер воспринимает и модель уже не как модель, а как оригинал (!). На самом деле такая математическая модель является все же моделью со всеми условностями, абстракциями, предположениями, упрощениями, положенными в ее основу. Возникает желание "упростить" процесс добротного моделирования, что в принципе невозможно, так как модель или соответствует оригиналу, или ее нет вообще. Пренебрежительное отношение к этому провоцирует множество ошибочных выводов в прикладных исследованиях, и полученные результаты не согласуются с реальностью.
Процесс разработки детерминированной математической модели может быть проиллюстрирован нижеследующим подробным примером.

Шарик 
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, рассматриваемый как материальная точка, перемещается  по цилиндрическому каналу движущегося тела 
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, необходимо определить закон относительного  движения шарика 
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[image: image9.wmf]O

. Тело 
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 равномерно вращается вокруг неподвижной оси 
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Свяжем подвижную систему отсчета 
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 с вращающимся каналом (трубкой), совместив ось 
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 с траекторией относительного движения шарика 
[image: image15.wmf]M

. 
Вращение этой системы вокруг оси 
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 является переносным движением для шарика 
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. Относительным движением шарика 
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 является его движение вдоль трубки.
Для разработки требуемой математической модели используем известные сведения из теоретической механики.

Относительное движение точки определяется уравнением
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где 
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 - силы, действующие на шарик 
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: вес 
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, реакция пружины 
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 и нормальная реакция стенки трубки; эту реакцию можно разложить на две взаимно перпендикулярные составляющие 
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 в плоскости сечения трубки. 
Присоединяем к силам, действующим на шарик 
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, переносную силу инерции 
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и кориолисову силу инерции 
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, направленные противоположно 
ускорениям 
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соответственно. 
Переносная сила инерции 
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 определяется по формуле
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 Так как переносное движение является вращательным, то
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где 
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 - вращательная составляющая переносного ускорения, 
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- центростремительная составляющая переносного ускорения. Так как по постановке задания тело 
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 совершает равномерное вращение, то 
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. Имеем, что 
[image: image39.wmf]2

(sin)

ee

Фmrx

wa

=+

 и вектор 
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 направлен противоположно вектору 
[image: image41.wmf]ц

e

W

r

.
Кориолисова сила инерции 
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 определяется по формуле
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где кориолисово ускорение находится по формуле 
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Направление вектора ускорения  найдем по известному правилу Жуковского, предположив, что проекция относительной скорости 
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 на ось 
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 положительна. В рассматриваемом примере кориолисова сила инерции  
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 параллельна оси 
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 и перпендикулярна к плоскости  
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Модуль силы инерции определяется по формуле
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Основное уравнение относительного движения в данном случае имеет вид: 
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Составим дифференциальное уравнение относительного движения шарика 
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  вдоль оси 
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где реакция пружины 
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 равна произведению коэффициента жесткости 
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на величину деформации пружины 
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 -  длина недеформированной пружины).
Последнее уравнение представим в виде 
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Таким образом, выписаны все функциональные соотношения, представляющие взаимосвязь элементов и параметров объекта (законы движения), входящие в математическое описание модели. Однако это еще не всё математическое описание и не вся модель. Необходимо разработать методы вычисления, которые позволят аналитически или численно вычислить требуемые параметры. Для этого исследуем подробнее структуру полученного дифференциального уравнения. 
Общее решение полученного дифференциального уравнения может быть получено аналитически в виде 
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 - общее решение соответствующего однородного уравнения, 
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- частное решение неоднородного уравнения. Вторым способом решения является численное интегрирование полученного уравнения методом Рунге-Кутта.
Для завершения математического описания к взаимосвязям и методам вычисления следует добавить числовые и функциональные данные параметров объекта, которые позволят вычислить требуемые величины:
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и начальные условия для интегрирования дифференциальных уравнений: 
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Как нетрудно видеть, полнота математического описания модели позволяет произвести расчеты и получить значения требуемых величин в заданных условиях.
Кроме математического описания в математическую модель входит описание всех допущений, использованных выше для ее построения (в том числе и из дисциплин теоретическая механика и численные методы, а также алгоритмы перевода исходных и выходных данных с модели на оригинал и обратно (в данном простом примере этот перевод осуществляется с коэффициентами подобия равными единице, т.е. непосредственно, если не считать правила округления в пределах точности измерений).
В качестве антипода детерминированных моделей выступают модели имитационные. Имитационные модели (стохастические) – это математические модели таких оригиналов, для отдельных элементов которых отсутствует аналитический вид математического описания. Математическое описание имитационных моделей содержит описание случайных процессов (стохастических). В качестве такого описания выступают разнообразные формы законов распределения, которые могут быть составлены на основании статистической обработки результатов наблюдения за оригиналом.

С помощью имитационных моделей воспроизводится один или несколько из возможных способов функционирования объекта, т.е. то, что вполне могло бы быть на самом деле. Это позволяет получить дополнительный статистический материал об исследуемом оригинале и выявить подчас такие эффекты, которые в реальном эксперименте невозможно обнаружить по тем или иным причинам.
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